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Задача вимушених коливань відкритої ділянки газопроводу при проходженні нею очисного поршня на-
лежить до класу задач визначення вимушених коливань одновимірних пружних об’єктів при дії на них рухо-
мого інерційного навантаження. На даний час існує два підходи до розв’язання таких задач. Перший з них 
передбачає інтегрування диференціального рівняння у частинних похідних, і розв’язок задачі являє собою 
суперпозицію власних та супровідних коливань. Другий підхід не передбачає інтегрування диференціального 
рівняння у частинних похідних. До нього належать методи узагальнених координат, узагальнених перемі-
щень, а також різноманітні числові методи. Ні перший, ні другий підходи не є простими. Тому пропону-
ється комбінований метод, де поєднуються обидві математичні моделі. Перша модель передбачає інтег-
рування диференціального рівняння у частинних похідних, але без врахування сил інерції очисного поршня. 
Друга математична модель має у своєму складі два етапи. На першому етапі при використанні інтегру-
вання рівняння у частинних похідних отримується інтегральне рівняння, в якому невідомою функцією є сила 
інерції очисного поршня. На другому етапі це рівняння розв’язується наближено чисельним методом і ви-
значається прогин осі газопроводу та згинальні моменти вздовж його відкритої ділянки. Метою даної 
статті є отримання інтегрального рівняння, в якому невідома функція – це сила інерції очисного поршня. 
Для отримання цього рівняння розв’язується неоднорідне диференціальне рівняння у частинних похідних для 
прогину осі газопроводу, в якому у правій його частині, крім сили ваги поршня, є і невідома функція його си-
ли інерції. Ця задача, як і у випадку без врахування сили інерції, розв’язувалася методом Фур’є. Для цього 
права частина рівняння розкладалася у нескінченний ряд, який представляє собою суму добутків власних 
функцій вільних коливань ділянки газопроводу та невідомої функції часу. Після знаходження цієї функції 
знайдено функцію часу у методі Фур’є, а отже і розв’язок задачі у вигляді нескінченного ряду, доданки яко-
го швидко зменшуються. Використовуючи розв’язок цієї задачі, отримано інтегральне рівняння, в якому 
невідома функція – це функція сили інерції очисного поршня. 

Ключові слова: вимушені коливання відкритої ділянки газопроводу, інтегрування рівняння у частинних 
похідних, прогин осі газопроводу, згинальні моменти.  

 
Задача вынужденных колебаний открытого участка газопровода при прохождении им очистного по-

ршня принадлежит к классу задач определения вынужденных колебаний одномерных упругих объектов при 
действии на них подвижной инерционной нагрузки. На данный момент существуют два подхода к решению 
таких задач. Первый из них предусматривает интегрирование дифференциального уравнения  в частных 
производных и решение задачи представляет собой суперпозицию собственных и сопровождающих колеба-
ний. Второй подход не предусматривает интегрирования дифференциального уравнения в частных произ-
водных. К нему принадлежат методы обобщенных координат, обобщенных перемещений, а также различ-
ные числовые методы. Но ни один ни второй подходы не являются простыми. Поэтому предлагается ком-
бинированный метод, объединяющей обе математические модели. Первая модель предусматривает инте-
грирование дифференциального уравнения в частных производных, но без учета сил инерции очистного по-
ршня. Вторая математическая модель имеет в своем составе два этапа. На первом этапе при интегриро-
вании уравнения в частных производных получается интегральное уравнение, в котором неизвестной функ-
цией является сила инерции очистного поршня. На втором этапе это уравнение решается приближенно 
численным методом и определяется прогиб оси газопровода и изгибающие моменты вдоль его отрытого 
участка. Целью данной статьи является получение интегрального уравнения, в котором неизвестная фун-
кция – это сила инерции очистного поршня.  Для получения этого уравнения решается неоднородное диф-
ференциальное уравнение в частных производных для прогиба оси газопровода, в  котором в правой его ча-
сти, кроме силы веса поршня, имеется и неизвестная функция его силы инерции. Эта задача, как и в случае 
без учета силы инерции, решалась методом Фурье. Для этого правая часть уравнения раскладывалась в 
бесконечный ряд, который представляет собой сумму произведений собственных функций свободных коле-
баний участка газопровода и неизвестной функции времени. После нахождения этой функции найдена фун-
кция времени в методе Фур’є, следовательно и решение задачи в виде бесконечного ряда, слагаемые кото-
рого быстро уменьшаются. Используя решение этой задачи, получено интегральное уравнение, в котором 
неизвестная функция – это сила инерции очистного поршня. 

Ключевые слова: вынужденные колебания открытого участка газопровода, интегрирование уравнения в 
частных производных, прогиб оси газопровода, изгибающие моменты.  
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Вступ. Аналіз сучасних закордонних та 
вітчизняних досліджень і публікацій 

Задача визначення вимушених коливань у 
надземній ділянці газопроводу, що виникають 
при проходженні в ньому під тиском газу очис-
ного поршня, відноситься до класу задач одно-
вимірних пружних об’єктів, що знаходяться під 
дією рухомого інерційного навантаження. Пра-
вильний вибір математичної моделі та методу 
розв’язання поставленої задачі дає необхідну 
інформацію, використання якої забезпечить 
безаварійну експлуатацію газопроводу (відсут-
ність втрат стійкості газопроводу та його міц-
ності). 

Історично перше теоретичне дослідження 
цієї проблеми пов’язане з науковими статтями 
H.Steuding [1] і G.W.Housner [2], які започатку-
вали новий метод двохвильового подання коли-
вань у вигляді суперпозиції власних та супрові-
дних коливань. Фізична інтерпретація цього 
методу вперше була зроблена О.Горошко [3]. 

Поява цього методу викликана тим, що за-
стосування методу Фур’є, яким розв’язуються 
задачі вимушених коливань одновимірних 
пружних об’єктів при  нерухомих навантажен-
нях, в загальному випадку є неможливою. У 
диференціальному операторі 
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де  u – деформація пружного об’єкта;  

 – швидкість руху рухомого об’єкта), ве-
личина якого пропорційна інерційному наван-
таженню рухомого об’єкта на нерухомий пру-
жний об’єкт, є другий доданок, що являє собою 
прискорення Коріоліса рухомого масового на-
вантаження. А це не дозволяє розділити прос-
торову x  і часову t  змінні в області дійсних 
шуканих функцій. Тільки завдяки модифікації 
методу Фур’є вдалося розробити новий метод 
подання коливань пружних систем у вигляді 
суперпозиції власних і супровідних коливань. 

Цьому методу присвячена значна кількість 
наукових праць [4-9]. У роботах [4,5] викладена 
методика одержання розв’язку диференціаль-
них рівнянь  у вигляді двохвильового подання, 
які описують динаміку деяких конструкцій з 
рухомим навантаженням. В статті [6] дається 
аналіз робіт, що присвячені механіці пружних 
систем з рухомим інерційним навантаженням, 
дослідження яких виконано методом двохви-
льового представлення коливань. Також обго-
ворюється застосування і розвиток методу 
двохвильового подання коливань в задачах ди-
наміки підкріплених прямокутних пластин з 
рухомим інерційним навантаженням. Задача 
про коливання балки з рухомим рівномірно 
розподіленим інерційним навантаженням до-
сліджується в [7]. У роботі [8] розглянуто осно-
вні механічні і відповідні їм математичні моде-
лі деяких задач динаміки пружних систем при 
дії на них рухомого інерційного навантаження. 
Зокрема досліджується математична модель 

The task of determining the forced oscillations of the gas pipeline open section during the passage of the clean-
ing piston through it belongs to such type of problems, which deal with determining of forced oscillations of one-
dimensional elastic objects under the action of a moving inertial load. There are currently two approaches of solv-
ing such problems. The first one involves the integration of the differential equation into partial derivatives and the 
solution of the problem is a superposition of eigenvalues and accompanying oscillations. The second approach does 
not involve the integration of the differential equation in partial derivatives. It includes methods of generalized co-
ordinates, generalized displacements, as well as various numerical methods. Neither the first nor the second method 
is simple. Therefore, a combined method is proposed, which consists of two mathematical models. The first model 
includes the integration of the differential equation in partial derivatives, but without taking into account the force 
of inertia of the cleaning piston. The second mathematical model consists of two stages. At the first stage, when in-
tegrating the equation in partial derivatives, an integral equation is obtained, in which the unknown function is the 
inertia force of the cleaning piston. At the second stage, this equation is solved approximately by a numerical 
method and the deflection of the gas pipeline axis and bending moments along its open section are determined. The 
aim of this article is to obtain an integral equation in which the unknown function is the force of inertia of the clean-
ing piston. To obtain this equation, inhomogeneous differential equation is solved in partial derivatives for the de-
flection of the axis of the gas pipeline, in which in its right part, in addition to the gravity force of the piston, there is 
an unknown function of its inertia force. This problem, as in the case without taking into account the force of inertia, 
was solved by the Fourier method. Here, the right part of the equation was decomposed into an infinite series, 
which is the sum of the products of the eigenfunctions of free oscillations of the pipeline section and the unknown 
function of time. After finding this function, the time function in the Fourier method was determined, and hence the 
solution of the problem in the form of an infinite series, the terms of which decrease rapidly, was obtained. Using 
the solution of this problem, we receive an integral equation in which the unknown function is a function of the iner-
tia force of the cleaning piston. 

Key words: forced oscillations of the open section of the gas pipeline, integration of equation in partial deriva-
tives, deflection of the pipeline axis, the and bending moments. 
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балки Тимошенка під дією рухомого інерційно-
го навантаження. Балка знаходиться на пружній 
основі та під дією стискаючої сили. Задача 
розв’язана методом двохвильового подання ко-
ливань. Механічні і відповідні їм математичні 
моделі деяких задач динаміки пружних об’єктів 
під дією рухомого інерційного навантаження є 
предметом розгляду у статті [9]. Розв’язок за-
дач будується на основі методу двохвильового 
подання коливань у вигляді суперпозиції влас-
них та супровідних коливань. 

Розрахунок стержневих систем на рухоме 
навантаження є предметом дослідження в [10]. 
Стержневі системи моделюють мости. Коли-
вання пружної шарнірно закріпленої балки під 
інерційним рівномірно розподіленим рухомим 
навантаженням вивчається у статті [11]. 

Далеко не всі задачі одновимірних пруж-
них об’єктів при дії на них рухомого інерційно-
го навантаження можуть бути розв’язані мето-
дом двохвильового подання у вигляді суперпо-
зиції власних та супровідних коливань. Другим 
напрямом вивчення коливань одновимірних 
пружних об’єктів під дією рухомого інерційно-
го навантаження є напрям, який не передбачає 
інтегрування рівнянь у частинних похідних. До 
цього напряму відносяться методи узагальнен-
ня координат, узагальнених переміщень. Мето-
дом узагальнених координат користувалися 
Тимошенко, Schallenkampe. Цей же метод ви-
користав А.П.Філіпов при розв’язанні задачі 
коливань балки під дією рухомого вантажу 
[12]. Для знаходження узагальнених координат 
ним використані рівняння Лагранжа другого 
роду. Розв’язок справедливий для всіх відно-
шень маси вантажу до маси балки.  

Останнім часом для вивчення поперечних 
коливань прямолінійної ділянки трубопроводу, 
що виникають під час проходження діагности-
чного поршня, запропоновано метод узагальне-
них переміщень [13]. Цей метод перебачає по-
переднє задання власних форм коливань ділян-
ки трубопроводу. При застосуванні коефіцієн-
тів амплітудних функцій як узагальнених коор-
динат існує можливість описувати коливальні 
процеси звичайними диференціальними рів-
няннями. Зокрема, у даній роботі автори вибра-
ли 10 власних форм коливань ділянки трубо-
проводу, і розв’язування задачі звелося до 
розв’язування системи із 20 звичайних дифере-
нціальних рівнянь другого порядку. 

За останні 2-3 роки з’явилася низка науко-
вих статей, у яких розглядаються коливання 
трубопроводів і балок ускладнених конструкцій 
під дією рухомого навантаження. Зокрема в 
роботі [14] вивчаються нелінійні вільні та ви-

мушені коливання виготовлених з пористих 
функціонально градієнтних матеріалів трубо-
проводів, які транспортують рідини та розмі-
щені на нелінійному пружному фундаменті. 
Вимушені коливання неоднорідних моделей 
балки, що змінюються за матеріалом і опира-
ються на пружний фундамент, при рухомому 
гармонічному навантаженні досліджуються у 
рамках модифікованої теорії моментних на-
пружень у статті [15]. Дослідженню вільних та 
вимушених коливань функціонально градуйо-
ваних пористих труб, що піддаються постійно 
розподіленим навантаженням, які рухаються 
вздовж їх напрямів з постійною швидкістю, 
присвячена робота [16]. Вимушені та вільні ко-
ливання балок Рейлі та Ейлера-Бернуллі, що 
піддаються рухомому навантаженню в осьовому 
напрямку, є предметом дослідження та порів-
няння, який приводиться в [17] з метою підви-
щення продуктивності транспортних систем.  

Підсумовуючи все вище викладене про 
проблему поперечних коливань одновимірних  
пружних об’єктів при дії на них рухомого інер-
ційного навантаження, відмічаємо, що існують 
два таких напрями вирішення вказаної проблеми:  

– використання континуальних розрахун-
кових моделей, в яких для розв’язання задачі 
необхідне інтегрування диференціальних рів-
нянь у частинних похідних; 

– розв’язок задачі отримується без інтегру-
вання рівнянь у частинних похідних, а викори-
стовуються методи узагальнених координат, 
узагальнених переміщень або різноманітні чис-
лові методи.  

Як один, так і другий напрями не є прос-
тими. Тому було поставлено мету розроблення 
наближеного визначення поперечних коливань 
ділянки газопроводу при врахуванні як ваги 
очисного поршня, так і його інерційного наван-
таження на газопровід, який міститиме в собі 
елементи як одного, так і другого напрямів. У 
першій початковій моделі поперечні коливання 
газопроводу при проходженні в ньому очисно-
го поршня розраховують без врахування інер-
ційних навантажень на трубопровід методом 
інтегрування диференціального рівняння у час-
тинних похідних. Ця модель вже реалізована у 
роботі [18]. Друга математична модель перед-
бачає на першому етапі отримання рівняння, в 
якому невідомою функцією є сила інерції очис-
ного поршня при його проходженні відкритою 
ділянкою магістрального газопроводу. На дру-
гому етапі потрібно отримати розв’язок вказа-
ного рівняння числовим способом, визначити 
прогин осі газопроводу та згинальні моменти 
вздовж всієї відкритої ділянки газопроводу. 
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Формулювання цілей статті 
Метою даної статті є отримання рівняння 

сил інерції очисного поршня. Розв’язок цього 
рівняння дасть можливість визначення виму-
шених коливань ділянки газопроводу з враху-
ванням ваги очисного поршня та його сили іне-
рції, а також згинальних моментів по всій діля-
нці газопроводу. 

 
Основна частина дослідження 
Розглядається відкрита ділянка газопрово-

ду, кінці якої защемлено. Розрахункова схема 
такої ділянки зображена на рисунку 1. У попе-
редній роботі [18] вивчалися вимушені коли-
вання такої ж ділянки газопроводу при враху-
ванні тільки ваги очисного поршня. Задача 
розв’язувалася методом Фур’є. Але прогин осі 
газопроводу залежить не тілки від ваги поршня, 
а й і від сили інерції, що виникає під час його 
руху. Тому диференціальне рівняння для про-
гину осі газопроводу у цьому випадку повинно 
бути таким: 
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при цьому початкові та граничні умови мають 
такий вигляд: 
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де   AEIa 2 ;   

u - переміщення точок осі газопроводу у 
перпендикулярному до її початкового поло-
ження напрямі;  

tx, - координата осі газопроводу і час від 
початку руху очисного поршня;  

IA ,, - густина матеріалу газопроводу, 
площа його поперечного перерізу і осьовий 
момент інерції перерізу;  

E - модуль пружності матеріалу труб газо-
проводу;  

 xPG ін,  - вага очисного поршня і його си-
ла інерції у момент перебування у перерізі x  
(невідома функція);  

 - швидкість руху очисного поршня;  
 tx    - дельта-функція Дірака [19];  

l - довжина ділянки газопроводу. 
Сформульовану задачу, як і в попередній 

роботі [18], будемо розв’язувати методом 
Фур’є, розкладаючи шуканий розв’язок в ряд за 
власними функціями [20]. Подамо величину 

    txxPG ін    у вигляді ряду 

    
       1 1 2 2 ...

інG P x x t

X x S t X x S t

   

            (4) 

і також у вигляді ряду шукатимемо розв’язок  
для переміщень точок осі газопроводу (метод 
Фур’є) 

          ..., 2211  tTxXtTxXtxu       (5) 

 
а) 1 – газопровід; 2 – очисний поршень; 

б) 3 – защемлена з обох кінців балка; 4 – рухомий вантаж ( – швидкість  руху вантажу) 
Рисунок 1 – Схема відкритої ділянки газопроводу, кінці якої защемлено 
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де     xXxX 21 ,  і т.д. - власні функції задачі 
про вільні коливання такої ж ділянки газопро-
воду. Вони мають такий вигляд [21]: 
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– функції Крилова 

[22]: 
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1
4 , 

k  – корені трансцендентного рівняння 

1cos ch . 
Для визначення функції часу  tS i  множи-

мо обидві частини рівняння (4) на  xX i  і інте-
груємо результат по всій довжині ділянки газо-
проводу. У зв’язку з ортогональністю власних 
функцій у правій частині залишиться тільки 
один доданок, що відповідає номеру і , так що 

 
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Базуючись на основі властивості дельта-
функції і приймаючи до уваги, що знаменник в 
(7)  має таке значення [22] 
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0

2

4 iiii

l

i KKKK
l

dxxX   ,(8) 

отримаємо 
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  (9) 

де   iK 1 ,  iK 2  – функції Крилова: 

   iii chK  cos
2

1
1  ,  

   iii shK  sin
2

1
2  . 

Враховуючи те, що кожен доданок ряду (4) 
викликає рух, який описується відповідним до-
данком ряду (5), можна записати рівняння (1) у 
вигляді 
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Ділимо обидві частини рівняння (10) на 

iiTX  і отримуємо 
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Ліва частина рівняння (11) дорівнює 2
ip  

( ip  – власна частота коливань, 



A

EI

l

i
pi 2

2


 

[22]). Тому диференціальне рівняння для функ-
ції iT буде таким: 
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Загальний розв’язок рівняння (12) має та-
кий вигляд: 

      


dtpS
Ap

tT i

t

i
i

i   sin
1

0

.        (13) 

Підставляємо в (13) аналітичний вираз для 
функції  tS i , виконуємо інтегрування і, при-
ймаючи до уваги (5) і (6), отримуємо розв’язок 
задачі (1), (2), (3) у вигляді  
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 sin .ip t d                      (14)  

Скористатися аналітичним виразом (14) 
для визначення прогину осі газопроводу поки 
що неможливо, оскільки сила інерції  tPін   
очисного поршня невідома. 
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Прискорення очисного поршня під час  
його руху в газопроводі буде [12] 
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а сила його інерції 
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де  першим, другим та третім доданками є 
відповідно переносна в напрямі осі u , коріолі-
сова і відцентрова сили інерції; g  – приско-
рення вільного падіння. 

Підставляємо (14) в (16) і отримуємо інтег-
ральне рівняння для шуканої сили інерції очис-
ного поршня 
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ii  23144 , . 

Інтегральне рівняння (17) є досить склад-
ним, так що мала ймовірність отримання аналі-
тичного розв’язку цього рівняння. Це рівняння 
потрібно розв’язувати наближено числовим 
методом. 

Можна вказати на приблизний характер 
зміни сумарної сили інерції вздовж відкритої 
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ділянки газопроводу. Зігнута вісь ділянки газо-
проводу у випадку защемлення її кінців вигля-
дає так, що на початку та в кінці ділянки зігну-
та вісь розміщена опуклістю вгору, а у середній 
частині розміщення зігнутої осі протилежне, 
тобто випуклістю вниз, що видно із графіків 
зміни прогину, які приведені в роботах [13,18]. 
При цьому радіуси кривини зігнутої осі на по-
чатку і у кінці ділянки є у більшості випадків 
меншими ніж у середній частині. Це означає, 
що на початку та у кінці ділянки відцентрова 
сила інерції є більшою за модулем ніж у серед-
ній частині ділянки і спрямована угору. Коріо-
лісова сила інерції на початку та у кінці ділянки 
газопроводу також матиме висхідний напрям (на-
прям коріолісового прискорення визначається 
поворотом вектора швидкості   очисного по-
ршня на 90° у напрямі його обертання). Відцен-
трова та коріолісова сили інерції на вгнутій ча-
стині зігнутої осі газопроводу напрямлені вниз, 
тобто збільшуватимуть прогин осі газопроводу. 

Величина переносної сили інерції залежить 
від крутизни кривої зігнутої осі газопроводу.  
Зі збільшенням крутизни кривої величина цієї 
сили зростатиме. На початку дільниці на опук-
лій її частині, вочевидь, величина цієї сили  
буде незначною. При  переході на увігнуту час-
тину кривої зігнутої осі газопроводу ця сила 
збільшуватиметься. І далі з наближенням до 
точки екстремуму функції кривої зігнутої осі 
газопроводу величина цієї сили прямує до нуля. 
Від початку дільниці і до точки екстремуму 
функції кривої вказана сила інерції напрямлена 
вверх, тобто зменшуватиме прогин осі газопро-
воду. За точкою екстремуму функції кривої зі-
гнутої осі переносна сила інерції буде збільшу-
вати прогин осі газопроводу спочатку незнач-
но, а далі при збільшенні крутизни кривої зі-
гнутої осі збільшення буде суттєвим і при на-
ближенні до кінця ділянки прямує до нуля. 

Враховуючи все вище сказане, можна про-
гнозувати, що на початку дільниці газопроводу 
матимемо значне збільшення сумарної сили 
інерції, яка напрямлена проти сили ваги, тобто 
зменшуватиме прогин осі газопроводу. При 
подальшому переміщенні очисного поршня ве-
личина цієї сили буде зменшуватися. Приблиз-
но за серединою дільниці знак сумарної сили 
інерції зміниться на протилежний, тобто ця си-
ла збільшуватиме прогин осі газопроводу. Вка-
зане збільшення сили інерції, очевидно, буде 
продовжуватись до початку опуклої частини 
зігнутої осі газопроводу. Після цього під впли-
вом відцентрової та коріолісової сил інерції 
виникне різке зменшення сумарної сили інерції 
до нуля у кінці ділянки газопроводу.  

Висновки  
Наукова новизна даної роботи полягає у 

визначенні прогину відкритої ділянки газопро-
воду як функції ваги очисного поршня та його 
невідомої сили інерції. Це дало можливість 
отримати інтегральне рівняння, в якому невідо-
мою функцією є сила інерції очисного поршня. 

Перспектива подальшого дослідження по-
лягає в одержанні розв’язку вказаного інтегра-
льного рівняння, визначенні прогину осі від-
критої ділянки магістрального газопроводу та 
згинальних моментів вздовж всієї його ділянки. 
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